Suite numerique

Lever une indétermination

I. Factoriser le terme de plus haut degré

Situation

Pour determiner la limite d'une suite dont le terme genéral s'exprime sous la
forme u, =f(n), ou f est une fonction polyndme ou une fonction rationnelle
(quotient de fonctions polyndémes), on peut rencontrer une des deux formes
indéterminées suivantes : g et +« - «. On utilise alors la factorisation par le terme

de plus haut degré pour lever l'indétermination.

Enoncé
Soit (u,) la suite définie par :
n+n-1
TN S v 2

Déterminer la limite de la suite (u,)-

Etape 1 : Factoriser chaque polyndome

On factorise chaque polynéme par son terme de plus haut degré.

Application

Pour tout entier naturel n non nul, on a:
n+n-1
Yn =33z 12
soit :

Etape 2 : Simplifier si nécessaire
Si le terme generale de la suite etudiée est un quotient de polynémes, on peut
simplifier le numérateur et le dénominateur en s'intéressant aux termes de plus

haut degré par lesquels on vient de factoriser.
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Application
En simplifiant numeérateur et dénominateur on obtient, pour tout n :

P
Un = n1 nz
3(1+%+W)

Etape 3 : Déterminer la limite

On détermine la limite de la suite en utilisant les limites usuelles et les opérations

des limites.
Application
1 1
lim —= lim —=0
n->+oon n—->+ocon
Donc par la somme :
_ 1 1
Jim (147 -55) =
De méme :
_ 1 2
Jim (145 ) =1
Finalement, par quotient :
nl—1>r-l¥loo un B

IT. Utiliser la quantité conjuguée

Situation
Cette méthode s'emploie en particulier pour déterminer la limite d'une suite dont

le terme genéral est defini comme somme ou différence de racine carrees.

Enoncé
Soit (u,) la suite définie par :

VneN,u, =yn2+1—yn2-1
Determiner la limite de la suite (u,).

Etape 1 : Multiplier et diviser par la quantité conjuguée
e Si l'expression est de type (a - b), on la multiplie et divise par sa quantité
conjuguée (a + b).
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e Sjl'expression est de type (a + b), on la multiplie et divise par sa quantite

conjuguée (a - b).

Application

Cette expression présente une forme indéterminée de la forme +w« - «. On

multiplie et divise par la quantité conjuguée. On obtient :
(VnZ+1-vn2-1)(Vn2+1+Vn2 - 1)

N Vn?+1++vVn?—1

Un

Etape 2 : Développer et réduire le numérateur et le dénominateur
On sait que pour tous réels a et b : (a + b)(a — b) = a% — b

Application
On obtient :
n2+1-m?*-1)
V214V -1
Soit

2
Vn2+1++vn?—1

Etape 3 : Déterminer la limite

Si l'indétermination est levee, on peut déterminer la limite a laide des limites
usuelles et des régles d'opération. Sinon, il reste a factoriser par les termes de
plus haut degre.

Application
IL n'y a plus d'indétermination. On a
lim (n24+1) =40 et lim VN =+

n-+oo N—+oo
Par composition :
lim Yn2+1=+o0
n—+oo
De méme :
lim Vn?—-—1=+ow
n—+oo

Ainsi, par somme :

lim (\/n2+1+\/n2—1) = 400

n—-+oo

Finalement, par quotient :

lim u, =0
n—+oo

3
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ITI. Utiliser les théorémes de comparaison

Situation
Pour montrer qu'une suite tend vers l'infini, on peut utiliser les théoremes de

comparaison.

Enoncé
Soit (u,) la suite définie par :

Vv n eN,u, =n —sin(n?)
Déterminer la limite de la suite (uy,)-

Etape 1 : Majorer ou minorer la suite
On essaie de minorer le terme général de la suite par celui d'une autre suite qui

tend vers 4+ ou de la majorer par le terme genéral d'une autre suite qui tend vers

_w.

Application

Soit n un entier naturel, on a:
sin(n?) <1

Soit :

—sin(n?) > -1
En ajoutant n a chaque membre de l'inegalite, on obtient :

n—sin(n?) >n—-1

On remarque que l'on a:

lim (n—1) = 4o

n—-+oo

Etape 2 : Conclure sur la limite
e Slle terme general de la suite est minoré par celui d'une autre suite qui tend
vers +w, alors la suite tend aussi vers +«.
e Sl le terme général de la suite est majoré par celui d'une autre suite qui tend
vers —«, alors la suite tend aussi vers —,

Application

Ona:
vVneN,n—sinn?) >n—-1 et lim (n—1) = +oo

n—-+oo

On peut conclure, d'apres le théoreme de comparaison :

lim u, =+
n—+oo

4
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IV. Utiliser le théoreme d'encadrement

Situation
Pour montrer qu'une suite tend vers une limite finie, on peut utiliser Les théoremes

d'encadrement (théoreme des gendarmes).

Enoncé

Soit (u,) la suite définie par :
sin(n)

VneN,u, =

Déterminer la limite de la suite (uy,)-

Etape 1 : Déterminer un encadrement
On encadre l'expression dont on cherche la limite par celle de deux suites ayant la

méme limite.

Application
Soit n un entier naturel non nul, on a:
—1<sin(n) <1
En multipliant par l'inverse de n, qui est strictement positif, on obtient :

1 i 1
_1 sin(n) L
n n n
On remarque que l'on a:
1 1
lim —= lim ——=20

n-+on n—-+o n

Etape 2 : Conclure sur la limite
On peut conclure grace au théoreme d'encadrement que l'expression admet pour

limite celle commune aux deux suites encadrantes.

Application
On a:
1 sin(n) 1 1 ] 1
VneN ——< <— et Ilim-—-=lim ——=0
n n n n-+on n-+oc N
On peut conclure, d'apres le theoreme d'encadrement:
lim u, =0
n—+oo




