Suite numerique

Modeles discret d'évolution

« Donnez-moi un point fixe et un levier et je souleverai la Terre. »

Archimede

Contenus
e Approche intuitive de la notion de limite, finie ou infinie, d’'une suite, des opérations sur les
limites, du passage a la limite dans les inégalités et du théoreme des gendarmes.
« Limite d'une suite géométrique de raison positive.
e Limite de la somme des termes d’une suite géométrique de raison positive strictement
inférieure a 1.
e Suites arithmético-géométriques.
Capacités attendues
e Modéliser un probléeme par une suite donnée par une formule explicite ou une relation de
récurrence.
e Calculer une limite de suite géomeétrique, de la somme des termes d’une suite géometrique
de raison positive et strictement inférieure a L.
e Representer graphiquement une suite donnée par une relation de récurrence u,,, = f(u,), ou
f est une fonction continue d'un intervalle | dans lui-méme. Conjecturer le comportement
global ou asymptotique d‘une telle suite.
e Pour une recurrence arithmeético-géométrique : recherche d’une suite constante solution
particuliere ; utilisation de cette suite pour déterminer toutes les solutions.
Démonstration possible
e Limite des sommes des termes d'une suite geométrique de raison positive strictement
inférieure a 1.
Exemple d'algorithme
e Recherche de seuils.
e Pour une suite récurrente u,,, = f(u,), calcul des termes successifs.
e Recherche de valeurs approchées de constantes mathématiques, par exemple m, In1, V2.
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I. Rappel : généralité sur les suites

A. Notion de suite

Définition 1
On appelle suite u de nombres réels toute fonction définie sur l'ensemble N des
entiers naturels. L'image par u d'un entier naturel n est un reel note u,, et se lit

« u indice n ». On dit que u, est le terme genéral de la suite w.

Remarque
Une suite peut étre définie de plusieurs fagons différentes :
e au moyen d'une formule explicite : u, en fonction de n. (Exemple : la suite u définie, pour
tout entier naturel n, par u, = n?+2n+ 3).
e au moyen d’une relation de récurrence : u,,; en fonction de u,. (Exemple : la suite u définie

par u, =1 et pour tout entier naturel n par la relation u,,; = 3u, + 1).

B. Sens de variation d'une suite

Propriété 1
Soit u une suite definie sur N.
e Si pour tout entier naturel n, u,,; —u, =0, alors la suite u est croissante sur
N.
e Si pour tout entier naturel n, u,., —u, <0, alors la suite u est décroissante

sur N.

Exercice 1

Déterminer le sens de variations de la suite u définie sur N par u, = —

C. Suites arithmétiques

Définition 2
Soit u une suite définie sur N. On dit que u est une suite arithmétique de raison r
si et seulement si il existe un réel r tel que pour tout entier naturel n :

Upp1 = Uy + 7.
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Propriété 2
Soit u une suite arithmétique de raison r définie sur N. Alors pour tous entiers
naturels n et p, ona:u, =u, + (n—p)r.

En particulier, si u est définie a partir du rang 0, on a : u, =y, +nr.

Exercice 2
Démontrer la propriété précédente.

Exercice 3
Soit u la suite arithmétique de raison r = 3 definie sur N et telle que uy, = 2.

Calculer uy,.

Propriété 3

Soit u une suite arithmétique de raison r définie sur N.
Si r >0, alors la suite u est strictement croissante.
Sir <0, alors la suite u est strictement decroissante.

Sir=0, alors la suite u est constante.

Exercice 4
Démontrer la propriété précédente.

D. Somme des entiersde 1da n

Propriété 4

Pour tout entier naturel n non nul, on a:
nn+1)

1424+n=
n 2

Exercice 5
Démontrer la propriété précédente.

Exercice 6
Calculer S=1+2+3+--+100.
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E. Suites géométriques

Définition 3
Soit u une suite definie sur N. On dit que u est une suite géometrique de raison g
si et seulement si il existe un réel g non nul tel que pour tout entier natureln :

Upt1 = G X Uy

Propriété 5

Soit u une suite geométrique de raison ¢ définie sur N. Alors pour tous entiers
naturels n et p, on a:u, =u, xq"?

En particulier, si u est définie a partir du rang 0, on a: u, =uy xq".

Exercice 7
Démontrer la proprieté précédente.

Exercice 8
Soit u la suite geometrique de raison g =% définie sur N et telle que ug = 5.

Calculer uy;.

Propriété 6
Soit u une suite definie sur N, géométrique de raison ¢ > 0 et de premier terme u.
e Siu;>0
- Sig>1, alors u est strictement croissante.
- Sig=1, alors u est constante.
- Si0<gqg<1,alors u est strictement décroissante.
e Siuy<o0
- Sig>1, alors u est strictement décroissante.
- Sig=1, alors u est constante.
- Si0<g<1, alors u est strictement croissante.
e Siu,=0, alors la suite u est constante a zéro.

Exercice 9
Démontrer la propriété précédente.
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F. Somme des puissances successives d'un réel

Propriété 7
Soit g un reel différent de 1. Alors pour tout entier naturel n, on a :
_an+1
1+q+q+q° ++q" =t

Exercice 10

Démontrer la propriété précédente.

Exercice 11

Calculer pour tout entier naturel n la somme 1+ 2+ 22 +---4 27,

IT. Suite arithmético-géométrique

Définition 4
Soient a et b deux reels. Une suite arithmético-géometrique est une suite u définie
par la donnee de son premier terme (généralement u, ou quelques fois u;) et par

une relation de récurrence de la forme :
Uppp =aXu,+b

Remarque
Sia=1, alors la suite (u,) est une suite arithmétique de raison b.
Sia =0, alors la suite (u,) est une suite constante ou tous les termes valent b.

Sib =0, alors la suite (u,) est une suite géométrique de raison a.

Exercice 12 : la forme explicite

Soit (u,) une suite arithmetico-géométrique definie sur N par u,,; = 0,5u, +2 et
u, = 1. Pour déterminer de cette suite, on procede trois étapes.
1. Determiner la suite constante verifiant la relation de récurrence de (u,).
2. On pose, pour tout n €N, la suite v, = u, — 4.
Montrer que cette suite (v,) est geometrique.
3. En deduire alors l'expression explicite de v,, puis de u,.
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Propriété 8

Soit a et b deux reels tels que a # 1 et soit (u,) une suite arithmetico-geéométrique
vérifiant, pour tout entier naturel n, u,,; = au, + b.

Soit a l'unique solution de l'équation x = ax + b.

Alors la suite (v,), définie pour tout entier naturel n par v,=u,—a est

geéomeétrique de raison a.

Exercice 13

Démontrer la propriété précédente.

Remarque

Si a =1, la suite (u,) est une suite arithmétique de raison b et on connait déja sa formule explicite.
De plus, dans le cas ou a =1, la propriété ci-dessus n‘est pas applicable car l'équation x =ax +b n'a
pas de solution (puisque x =ax+b e x=x+b © 0= b).

Exercice 14

Déterminer la formule explicite de la suite (u,) définie sur N par u,,,; = —2u, +5 et

u0=3.

III. Limite finie ou infinie d'une suite

A. Limite finie : suite convergente

Définition 5 : Approche intuitive

Soit u une suite et [ un réel.

On dit que la suite (u,) admet pour limite | si u, est aussi proche de L que L'on veut
pourvu que n soit suffisamment grand.

On dit alors que la suite u converge vers | et que [ est la limite de u, et on note :

lim u, =1
n—-+oo
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thy,

Remarque
e Lorsqu'elle existe, la limite | est unique.
e Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.

Exemple 1
e La suite (u,) définie sur N* par u, =2 +% a pour limite 2.
Les termes de la suite se resserrent autour de 2 pour des valeurs de n de
plus en plus grandes.
3 .

b * Ld - . - .

[
[
[
|
[
|
|
|
|
5
I

0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

. 4 1 1 . 1
e Les suites de reference n— -, neo— (avec k entier naturel non nul), ne— =

convergent vers 0.

B. Limite infinie

Définition 6 : Approche intuitive

Soit u une suite.

On dit que la suite (u,) admet pour limite +« si u, est aussi grand que l'on veut
pourvu que n soit suffisamment grand.

On dit alors que la suite u diverge vers +o et que +o est la limite de u, et on

note :

lim u, = +o
n—+oo
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Remarque

On definit de méme lim,_ o u, = —.

Exemple 2
e La suite (uy,) définie sur N* par u, =n? a pour limite +oo.

25 L]

20

10

3
o] 1 2 3 4 5

e Les suites de reférence n— n, n— nk (k entier naturel non nul), n+— vn

tendent vers +o quand n tend vers +oo.

Remarque
Une suite qui est divergente n'admet pas necessairement de limite infinie.
Par exemple, la suite de terme générale (-=1D" prend alternativement les valeurs -1 et 1. Elle

n'admet donc pas de limite finie, ni infinie.
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IV. Opérations sur les limites

A. Limite d'une somme

nl—iHlooun L [l oU +o0 [ oUu — e
lim v, U +00 —00 —00
n—-+oo
lim (u + v,) L+ +00 —00 E. |.*
n—->+oo

* F.I. : Forme indéterminée. On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.

B. Limite d'un produit

nl_l)rJPoo Up l [#0 oo 0
lim v, I o0 0
n-+oo
lirp (U, X vy) IxUl o0 o) E. |.*
n—+oo » Ia

Remarque
On détermine le signe de la limite infinie en utilisant la regle des signes habituels.

C. Limite d'un quotient Z—: lorsque lim,,_, ;.o v, # 0

lim u, l l o (o)
n—-+oo

lirp Un, I'+0 oo I'+0 o0
n—-+0oco

lim " L 0 0 F. 1*
no+o Uy '

Remarque
On détermine le signe de la limite infinie en utilisant la regle des signes habituels.

D. Limite d'un quotient Z—: lorsque lim,,_, o, v, = 0

lim u
nodeo T l+0 0ou oo 0
lim vy 0 (en gardant un signe constant a 0
partir d‘un certain rang)
u
lim — © F. L*
n—-+oo Un

Suites
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Exercice 15

Remplir les tableaux suivants.

1. Forme indéterminée +oo — oo :

Uy, Uy U, + v, nl_l)rfoo Un nl_IHIOO Un nl_lgloo Up + Vp
2n+1 —-n
n?+1 —n?
1
n+-— -n
n
2. Forme indeterminee 400 x 0 :
5 5 5 X
Up Vp Uy X Uy nl—lgloo Un nl—IHIm Un nl_lgloo Un X Up
) 1
n —
n
1
" _n?
2
5n3 —
n3
3. Forme indeterminee g :
Un Un Uy + Uy nl—lgloo Un nl—lgloo Un nl_lgloo Up = Un
n 3n
2n? —n
n 2n3
4. Forme indeterminee -
Un Un Uy ~ Uy nl_l)rPoo Un nl—1>I-Poo Un nl_lgloo Up = Un
3 1
n n
1 1
n n?
Remarque

Les cas de formes indéterminées nécessitent une etude particuliere chaque fois qu'ils se
Ve s’ . 0 . ’ .
presentent. Pour les memoriser, on les note « co—o0 », « 0 —o0 », « z » et « 5 »» mais ces ecritures

ne doivent jamais étre utilisées dans une rédaction !

E. Limite d'une suite géométrique

Théoréme 1

Soit g un réel strictement positif.

Si0<g<1, alors la suite (¢g™) converge vers zéro.
Si g > 1, alors la suite (q™) diverge vers +oo.

10
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Exercice 16

1. Cas ou g > 1.
a. On pose g =1+ a. Montrer par récurrence que q" = 1+ na.
b. En déduire que lim,_, o q" = +oo.

2.Casoul<g<l1.
a. on pose : p = % Montrer que lim,,_ o p" = 4.

b. En déduire que lim,_,,., g™ = 0.

Remarque
e Sig<-1, alors la suite (¢g™) n'a pas de limite.

e Si-1<g<0, alors la suite (¢g™) converge vers zéro.

V. Limites et comparaison

A. Théoreme de comparaison

Théoréme 2
Soient u et v deux suites.
On suppose que pour tout entier naturel n a partir d’un certain rang npon a :
Uy < Vp.
e Silimy,_ e U, = +oo alors lim,_,,4 v, = +oo.

e Silim,_ v, =—0c0 alors lim,_,, u, = —co.

Exercice 17

Soit (u,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, = n+ (-1)™
1. Justifier que la suite n'est pas monotone.

2. Déterminer sa limite quand n tend vers +co.

11
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B. Théoréme d'encadrement (des gendarmes)

Théoréme 3

Soit u, v et w trois suites telles que :
e v, <u, <w,a partir d‘un certain rang n,
e v et wconvergent vers la méme limite [,

alors la suite u converge et sa limite est [.

Exercice 17

Etudier la convergence de la suite u définie pour tout entier naturel n non nul par

2+3cosn
u, = .

n

C. Passage a la limite dans les inégalités

Théoréme 4
Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives [ et I et soit ny un
entier naturel.

Si pour tout entier n >n,, on a u, <v,, alorsi <.
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