Premiere Spécialité Mathématiques Iéquations et fonctions du second degré

équations et fonctions du second degre

« L'algebre n’est qu’une géomeétrie ecrite; la geéometrie n’est
qu’une algebre figuree. »

Sophie Germain

Contenus : ) )
* Forme developpee, forme canonique et forme factorisee d'une
fonction polyndme du second degre.
« Résolution d’une equation du second degré : discriminant A, racines.
« Signe d’un trindme et variations d’une fonction du second degreé.
Capacités attendues :
* Passer d’une forme a une autre (developpee canonique, factorlsee)
« Déterminer les racines d'une équation du second degré et factori-
ser Si possible.

- Etudier le signe d'un trindme et résoudre des inequations du second
degre

. Etudler la position relative de deux courbes et résoudre des pro-
blemes de modelisation.

Repéres historiques et applications modernes

Aux origines de l’algébre et de la parabole

* Al-Khwarizmi (IX¢ siécle) : Dans son traité Al- -Jabr, il developpe la
méthode geometrlque de « complétion du carre », précurseur direct
de la forme canonique.

« Galilée et René Descartes (XVII¢ siécle) : Galilée demontre que la
trajectoire d'un corps en chute libre suit une parabole. Descartes
relie ensuite l’equation algebrique y = az? + bz + ¢ a la géometrie de
la parabole.

Applications modernes

* Physique et balistique : Modélisation de trajectoires (portée, hau-
teur maximale au sommet S, points d'impact via les racines).

* Optique et ondes : Propriete reflectrice de la parabole pour la fo-
calisation des ondes (antennes satellites, phares, miroirs de teles-
copes).

« Optimisation : Recherche d’extrema en économie (bénefice maxi-
mal, colt minimal).
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l. Forme canonigue et représentation graphique

Définition 1 : Forme développée

On appelle fonction polynéme du second degré (ou trinbme du second
degre) toute fonction f definie sur R pouvant s’ecrire sous la forme :

f(z) =az®+bx+c

ou a, b et ¢ sont des nombres reels fixés avec a # 0. Cette ecriture est
appelée la forme développée de f.

Exemples

* f(x) =22 —3x+1 est un trindbme aveca=2,b=-3 et c=1.

¢ g(z) = —2? + 5 est sous forme développée avec a=—1,b=0 et c =5,

* h(z) = 12® est sous forme développée avec a=1, b=0 et ¢ =0.
Contre-exemples )

* f(z) =3z +4 n'est pas du second degre car « =0 (fonction affine).

e g(z) =223 — 22 +1 n'est pas un trindme car le degré le plus élevé est 3.

* h(z) = % + 22 n'est pas une fonction polyndome.

Propriété 1 : Forme canonique

Toute fonction polynome du second degre f(x) = az? +bxr + ¢ (a # 0) peut
s’ecrire de maniere unique sous la forme canonique :

fla) =alx —a)* +

avecC
b b? — dac
= o) = —

4qa

Démonstration.
Pour tout reel z, comme a # 0, on factorise par a :

f(x) :a(xQ—l—ém—l—E)
a a

En posant a = — % et g = —¥~4 on obtient bien f(z) = a(z — ) + B.




Exemple
Soit f(z) = —32? 4+ 24z — 21 Alors

f(x) = =3(2x* =8z +7)
= -3 —2x4xz+7)
=-3(*—2x4xx+4>—4747)
=3[z —4)*—-16+7
= —3(z —4)* +27

Exercice 1 : Donner la forme canonique
Donner la forme canonique des polynémes du second degré suivants en uti-
lisant deux méthodes différentes :

1. f(z) =22* — 122+ 10

2. g(x) =—2*+6x—5

Propriété 2 : Représentation graphique et variations

Dans un repere orthogonal, la courbe représentative d’une fonction du
second degré f est une parabole P.
* Le sommet de la parabole est le point S(a; f).
« L'axe de symetrie de la parabole est la droite verticale d’equation
T = U
« Si a >0:La parabole est orientée vers le haut. f est strictement
decroissante sur | — oo; o] puis strictement croissante sur [o: +ocl.
Elle admet un minimum €gal a 3 en z = a.
« Si a < 0 : La parabole est orientée vers le bas. f est strictement
croissante sur | — co; a] puis strictement decroissante sur [a; +ool.
Elle admet un maximum €gal a 4 en z = a.

a>0 (minimum en S) a<0 (Maximum en S)
Yy Yy

Figure 1 : Allure de la parabole selon le signe du coefficient «




. Résolution de l'equation az?+ bz +c =0 et facto-
risation

Définition 2 : Discriminant et racines

On considere le trindme f(z) = az®+ bz + ¢ (a # 0).
* On appelle discriminant du trindme le nombre reel defini par :

A = b —dac
« On appelle racine de f tout nombre réel z solution de l’équation
f(z) =0.
*SIiA>0
b VA b VA
rw=al(r )+ 50 | 20) ‘%]
by VA b\ VA
f(rv)—()<:>(x+%)+%—0 ou < +%>_E 0
o v 2a N 2a
On note :
—b— VA —b+ VA
2a 2a

x, et z, sont les racines de f(x).
On a: f(z) =alr — z1)(x — x3)

*SiIA=0 )2
flz)=a <a: + %)
f(z) =0 <= :z:+£:0 = x:—i
2a 2a
On note z, = —£ l'unique racine (dite racine double) de f(z).

On a: f(z) =a(x — x)?
* SIA<O

L'équation f(z) = 0 n’admet aucune solution réelle (pas de racine).

f(z) ne peut pas se factoriser sous forme de produit de facteurs du
premier degre dans R.




Théoréme 1 : Résolution et factorisation

Soit l’équation az? + bz + ¢ =0 avec a # 0 et soit A = b? — 4ac.
* Si A >0:L'equation admet deux solutions reelles distinctes :

—b— VA b+ VA
= — et rp=—-——

e 2a 2a

Le trindbme se factorise sous la forme : f(z) = a(x — z1)(x — x9).
* Si A =0:L'equation admet une unique solution reelle (dite racine

double) : ,

2a

Le trindme se factorise sous la forme : f(z) = a(x — o).
* Si A <0:L'equation n"admet aucune solution reelle. Le trinbme ne
se factorise pas dans R.

Ty =

Exercice 2 : Résolution d’équations du second degré
Resoudre dans R les equations suivantes :

1. 322 +2x—1=0

2. 22 +2x+5=0

Propriété 3 : Somme et produit des racines

Si un trindbme az? + bx + ¢ admet deux racines z; et z, (distinctes ou
confondues), alors :

b c
S=x;+a9=— et P=xy XxTyg=—
a a

.

Remarque
Le produit permet de determiner tres rapidement une seconde racine lorsqu’une racine evidente (comme 1 ou -1)

est identifice.

Exemple
Le polyndéme f(z) = 3z* —x — 2 admet pour racine evidente z; = 1.
c -2
OnaP:xlxxgz—:—.
a 3
. 2
Or z; =1 donc la seconde racine est z, = —3

Propriété 4 : Recherche de deux nombres de somme S et produit P

On considere deux nombres a et b tels que leur somme soit S et leur

produit soit P. ) )
Les nombres a et b sont alors solutions de l'equation du second degre

x> —Sx+ P =0.




lll. Signe du trinbme et applications

Théoréme 2 : Signe d’un trindbme du second degré

Soit f(z) = ax® + bz + ¢ avec a # 0. Un trindme du second degré est du
signe de a sauf entre ses racines lorsqu’elles existent.
e Si A>0(avec z; < x3) :

T —00 T X9 +00
f(z) | signe de 0 signe de 0 signe de
a —a a

* Si A=0: f(z) est strictement du signe de a pour tout = # z,, et
s’annule en x.
* Si A<0: f(r) est strictement du signe de a pour tout = € R.

Propriété 5 : Position relative de deux courbes

Pour déterminer la position relative de deux courbes C; et C, d’équations
y=[f(r) et y=g(z): ,
1. On etudie le signe de la difference d(z) = f(z) — g(x).
2. Si f(z) —g(x) >0, alors la courbe C; est au-dessus de la courbe C,.
3. Si f(z) —g(xz) <0, alors la courbe C; est en dessous de la courbe C,.

IV. Exercices d’application

Exercice 3 : Passer d'une forme a l’autre et variations
Soit f la fonction definie sur R par f(z) = —3z2 4 24z — 21.

1. Déterminer la forme canonique de f(z).

2. En déduire le sommet S de la parabole et dresser le tableau de variations
de f.
3. Determiner les racines de f et en deduire sa forme factorisee.

Exercice 4 : ytlllsatlon des racines évidentes
Soit g(x) =32 —x — 2.

1. Demontrer que z; = 1 est une racine évidente de g

2. A l'aide de la propriété du produit des racines P = ¢, calculer la seconde

racine w,.
3. En deduire le signe de g(x) sur R sous forme de tableau.




Exercice 5 : Position relative de deux paraboles )
Soient f(z) =22 —3z+1 et g(x) = 2* +  — 2 deux fonctions definies sur R.
1. Soit d(z) = f(z) — g(x). Montrer que d(z) = 2? — 4z + 3.
2. Etudier le signe de d(z) sur R.
3. En deduire les intervalles sur lesquels la courbe C; est situee au-dessus
de C,.
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