Premiere Spécialité Mathématiques Les suites numériques

Les suites numerigques

« Les mathématiques sont l’art de donner le méme nom
a des choses differentes. »

Henri Poincare

Contenus :
* Mode de génération d’une suite (formule explicite u, = f(n) et rela-
tion de récurrence u,,; = f(uy)).
- Sens de variation d'une suite numérique (definition, méthodes
d’etude).
* Notion intuitive de limite (convergence et divergence).
Capacités attendues :
« Calculer des termes d’une suite définie explicitement ou par récur-
rence.
. Representer graphiguement une suite (nuage de points).

. Etudler le sens de variation d’une suite (signe de Uni1 = Un, COMPA-
raison de “ztt a 1 ou variations de la fonction associée).

« Modéliser une situation concrete a l’aide d’une suite.

Repéres historiques et applications modernes

Aux origines du concept de suite
« Zénon d’Elée (V© siecle av. J.-C.) : A travers ses paradoxes (Achille
et la tortue), il souleve les premieres interrogations sur l'infini dis-
cret et le comportement a long terme.
* Léonard de Pise dit Fibonacci (XIlI¢ siécle) : Dans son ouvrage Liber
Abaci, il formalise 'une des premieres suites recursives celebres
en modelisant le developpement d'une population de lapins.

Applications modernes
« Informatique et algorithmique : Les boucles d'itération, les algo-
rithmes récursifs et les calculs approchés reposent directement sur
le principe des suites.
. Blologle et dynamlque des populations : Analyse de la croissance
d’especes, prévision de la propagatlon d’épidémies.

* Finance et modéllsatlon Evolutlon d'un capital avec intéréts, plan
d’amortissement et preVISlons economlques
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|. Generalites sur Les suites numeriques

Définition 1 : Suite numérique

Soit p un entier naturel. Une suite numérique u définie a partir du rang
p est une fonction qui, a chaque entier n > p, associe un nombre réel,
note Uy » i
* La suite est notee (u,)n>p, (u,) OU simplement w.
« u, se lit « v indice n » et représente le terme général (ou terme de
rang n).
* u, est le premier terme (ou terme initial) de la suite.

Uy 1, u, €t u,.; sont trois termes consécutifs.

. J

Remarque
Attention a la notation indicielle! u, 1 est le terme qui suit u,. On ne doit pas le confondre avec u, + 1, qui est

la somme du terme u,, et de 1.

ll. Modes de generation d’une suite

Une suite numérique peut étre définie principalement de deux manieres :

Propriété 1 : Par une formule explicite

Chaque terme u, s'exprime directement en fonction de n.
Up = f(n)

ou f est une fonction définie sur un intervalle [a; +oc|.

Remarque
Cela signifie qu’on peut calculer n'importe quel terme de la suite directement en fournissant la valeur de n.

Exemple
Soit (u,) définie sur N par u, = 0,5n — 1.

Up=05x0—1=-1 et us=05x5—1=15

Propriété 2 : Par une relation de récurrence

On donne le premier terme u, et une relation permettant de calculer
chaque terme a partir du (ou des) terme(s) precedent(s).




Exemples

U0:3

e La suite (u,) définie par
Upt1 = —U, +2 VneN

UOZ].

e La suite (v,) définie par
Upy1 =N XU, +1 VneN

. o —2 w =5
o La suite (w,) définie par { ° o
Wpio = —3Wpy1 +4w, VneN

Remarque

o Il esc: nécessaire de connaitre tous les termes de la suite qui précedent le rang qui nous intéresse. On doit
calculer ui,us,...,ug pour pouvoir calculer uig.

e Il n'est pas toujours facile ou possible d’obtenir la définition explicite d’une suite quand elle est définie par
récurrence.

e Quand on calcule les termes d’une suite définie par récurrence, il faut bien faire attention a la valeur de n.
Reprenons l'exemple de la suite (v,) définie par v =1 Ainsi :

Un+1 =nXxXvp,+1 VYnéeN

V1= V041 V2= V141 V3= V241
=0xwvy+1 =1xwv+1 =2Xwv2+1
=0x1+1 =1x1+4+1 =2x24+1
=1 =2 =5

e En reprenant le premier exemple, chaque terme s’obtient a partir du préceédent par une relation de la forme
un+1 = f(un) : il existe ainsi une fonction f telle que, pour tout entier naturel n, on a upy1 = f(un) (ici,
f(z) =—z+2).

Exercice 1 : Calcul de termes nt 1l
1. Soit (u,) definie par u, = oy pour tout n € N. Calculer ug, u; et ug.
n

2. Soit (v,) definie par vy =2 et v, = v2 — 3. Calculer v;, v, et uv.

lll. Représentation graphique d’une suite

Propriété 3 : Représentation graphique

Dans un repere du plan, la représentation graphique d’une suite (u,) est

le nuage de points de coordonnées (n: u,) ou les abscisses n sont des
entiers naturels.




A. Suite définie de facon explicite dans un repere

Exemple

On considere la suite (u,) deﬁnle pour tout entier naturel n par u, =+/5n+ 2.
On représente dans un repere la fonction f definie sur [0; +00] par f(z) =

VD + 2.

On place ensuite les points de coordonnées (n; f(n)) et enfin, en projetant sur
l'axe des ordonnees, on place les points de coordonnees (0; f(n)).
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B. Suite définie par récurrence dans un repere

Exemple
. , Uy = 1
On considere la suite (u,) definie par 4u,, + 2
(tn) e
2u, + 1
N ) o 4z + 20
On a donc u,.; = f(u,) ou f est la fonction definie sur [0; +oo] par f(z) = el

On représente la fonction f dans un repere et la droite d d’ equatlon Yy = T.
On place le pomt de coordonnées (u07 0). On obtient son projeté M, sur la
courbe C représentant f de coordonnees (uo; f(uo)), c’est-a-dire de coordon-
nees (uo; ;).

On trace la parallele a l'axe des abscisses passant par le point M,. Elle coupe
la droite d au point de coordonnees (uj;uq).

Le projete sur l'axe des abscisses fournit le point de coordonnées (uy;0).
On répete l'operation pour obtenir tous les points de coordonnées (u,:0).
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IV. Sens de variation

Définition 2 : Sens de variation

Soit u une suite définie pour tout n > p:
* La suite u est croissante a partir du rang p si pour tout entier n > p,
Upt1 = Ups .
* La suite u est décroissante a partir du rang p si pour tout entier
n2>P, Uprl < Ups
* La suite u est constante (ou stationnaire) si pour tout entier n > p,
Up+1 = Up-

\ J

Remarques ; 3
* Lorsqu’on ne precise pas « a partir du rang p », cela signifie que la suite est croissante, decroissante,

monotone ou constante a partir du rang de son premier terme.

+ On parle également de suite strictement croissante ou strictement décroissante lorsque les inégalités de
la définition sont strictes.

+ On dit qu’une suite est (strictement) monotone a partir du rang k si elle est (strictement) décroissante ou
(strictement) croissante a partir du rang k.

* Il existe des suites qui ne sont ni monotones ni constantes comme par exemple la suite (uy) définie pour
tout entier naturel » non nul par u, = (—1)".

« Etudier le sens de variation d’une suite consiste a préciser si elle est croissante ou décroissante.

Méthodes pour étudier le sens de variation d’une suite
1. Etude du signe de la différence u,,, —u, (Méthode générale) :
* Si u,4 1 —u, >0 pour tout n > p, alors la suite est croissante.
* Si w1 —u, <0 pour tout n > p, alors la suite est decroissante.
2. Comparaison du quotient “*! 3 1 (pour les suites a termes stricte-

n

ment positifs) :
. gj Untl > 1 pour tout n > p, alors la suite est croissante.

n

. Up, . 4 .
e S5 Ml < pour tout n > p, alors la suite est decroissante.
u

3. Etude des variations de la fonction associée f (si u, = f(n)) :
» Si f est croissante sur [p; +oco, alors la suite (u,) est croissante.

 Si f est décroissante sur [p; +oo|, alors la suite (u,) est décrois-
sante.




Exemples

1. étude du signe de la difference Up1 — Up

¢ On considere la suite (wn) definie pour tout entier naturel n par u, =
5 + 3.
Pour tout entier naturel n on a:

Upt1 — Up =D(n+1)+3— (5n+3)
=on+5+3—-5m—3
=5
>0

La suite (u,) est donc strictement croissante.
« On considere la suite (v,) définie pour tout entier naturel n par v, =
3 x 0,27,
Pour tout entier naturel n on a:
Ups1 — Up =3 x 0,271 — 3 x 02"
=3x02"x02-3x02"x1
=3x0,2"0,2—1)
=3x0,2" x (—0,8)
<0

La suite (v,) est donc strictement decroissante.
* On considere la suite (w,) définie par {wo N
Wpi1 = Wy + 1 — 2
Pour tout entier naturel » on a:

Wpi1 — Wy =Wy +1 — 2 —wy,

=n—2

Orn—-2>0 < n>2. .
La suite (w,) est donc croissante a partir du rang 2.

2. Comparaison du quotient Untl 3 1.

n
IL faut absolument prouver que tous les termes sont strictement positifs avant d'utiliser cette propriete.

On considere la suite (uy) definie pour tout entier naturel n par u, = 2x4".
Pour tout entier naturel n, 4 > 0 donc u,, > 0.

Up+1 . 2 X 4n+1
Uy, 2 x 47

_2><4”><4
2% 4n

=4
> 1

La suite (u,) est donc strictement croissante.




V. Notion de limite

Définition 3 : Notion intuitive de limite

On s'intéresse au comportement des termes u, lorsque n devient tres
grand (n — +o0).
* Suite convergente : Lorsque les termes u, se rapprochent d’un
nombre reel | quand n augmente indéfiniment, on dit que la suite
converge vers /. On note :

lim u, =1
n—-+o0o
* Suite divergente : Une suite est dite divergente lorsqu’elle n’est
pas convergente (les termes tendent vers +oo, —oo, ou n'admettent
pas de limite).

\ J

Remarque .
Cela signifie qu’a partir d’un certain rang, les termes de la suite sont de plus en plus proches de I.

Méthode : Observer le comportement d’une suite

Pour observer le comportement d’une suite (u,) lorsque n tend vers +c
(ou lorsque n prend de grandes valeurs), on peut :

» Utiliser le tableau de valeurs de la suite (calculatrice) pour observer
les valeurs prises par u, pour de grands rangs (n = 100,1000,...).

» Afficher la représentation graphique de la suite (nuage de points de
coordonnées (n,u,)) pour visualiser le sens de variation et une éven-
tuelle stabilisation.

* Programmer un algorithme (ex. en Python) pour calculer de nombreux
termes ou determiner a partir de quel rang un seuil est franchi.

« Utiliser un tableur pour générer rapidement une longue serie de
termes et leur graphique.

Objectif : Ces outils permettent d’eémettre une conjecture sur :
* La limite de la suite (convergence vers un reel | ou divergence vers
+00).
* Le sens de variation de la suite a long terme.

Une conjecture numerique ou graphigue ne constitue pas une preuve; elle doit toujours étre confirmée par
une démonstration mathématique. Mais en Premiere, on se limite a cette approche expérimentale et intuitive.




Exemples

Uy = 3

Upr1 = —0,2u, neN
uy = —0,6, Ug = 0,12, Us = —0,024, Ug = 070048, nen

Les termes u, semblent se rapprocher de plus en plus de 0.
Il semblerait donc que Llim wu, =0.

n—-+00
« On considere la suite (v,) definie pour tout entier naturel n par v, =
On constate que Vg = 4, V2o — 4,5, V42 = 4,75, Vgg — 4,89, V218 — 4,95.

Les termes de la suite semblent se rapprocher de 5.
Il semblerait donc que Llim v, = 5.

n—-+0o

« On considere la suite (u,) définie par On a ug = 3,

5n — 1
n+2"
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